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2021 年北京市西城区高三一模数学试卷 

                                                            2021.4 

本试卷分为第 I 卷（选择题）和第 II卷（非选择题）两部分，满分 150 分，考试

时长 120 分钟。考生务必将答案写在答题纸上，在试卷上作答无效。考试结束后，将

本试卷和答题纸一并交回。 

第 I 卷（选择题  共 40 分） 

一、选择题：共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出

符合题目要求的一项。 

1. 已知集合 { | 1}A x x=  ， { 1,0,1,2}B = − ，则 A B =  

 A．{2}  B．{1,2}  C．{0,1,2} D．{ | 1}x x  −  

2. 已知复数 z满足 2iz z− = ，则 z的虚部是 

 A． 1−  B．1 C． i−  D． i  

3. 在 6

2

1
( )x

x
− 的展开式中，常数项为 

 A．15  B． 15−  C．30  D． 30−  

4. 在四棱锥的三视图如图所示，则该四棱锥的表面积为 

 A．12  B．8 2+  

 C．16  D．8 4 2+  

5. 已知函数 2

2
( ) logf x x

x
= − ，则不等式 ( ) 0f x  的解集是 

 A． (0,1)   B． ( ,2)−  

 C． (2, )+   D． (0,2)  
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6. 在 ABC， 90C = ， 4AC = ， 3BC = ，点P是 AB的中点，则CB CP =  

 A．
9

4
 B．4  C．

9

2
 D．6  

7. 在 ABC中， 60C = ， 2 8a b+ = ，sin 6sinA B= ，则c =  

 A． 35  B． 31  C．6  D．5  

8. 抛物线具有以下光学性质：从焦点出发的光线经抛物线

反射后平行于抛物线的对称轴．该性质在实际生产中应

用非常广泛．如图，从抛物线 2 4y x= 的焦点F 发出的两

条光线 ,a b分别经抛物线上的 ,A B两点反射，已知两条入

射光线与 x轴所成锐角均为60 ，则两条反射光线a和b

之间的距离为 

 A．
2 3

3
 B．

8

3
 C．

4 3

3
 D．

8 3

3
 

9. 在无穷等差数列{ }na 中，记 1

1 2 3 4 5 ( 1)n

n nT a a a a a a+= − + − + − + − ( 1,2, )n = ，则

“存在 *mN ，使得 2m mT T + ”是“{ }na 为递增数列”的 

 A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件 

 C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 

10. 若非空实数集 X 中存在最大元素M 和最小元素m，则记 ( )X M m = − ．下列命

题中正确的是 

 A．已知 { 1,1}X = − ， {0, }Y b= ，且 ( ) ( )X Y =  ，则 2b =  

 B．已知 [ , 2]X a a= + ， 2{ | , }Y y y x x X= =  ，则存在实数a，使得 ( ) 1Y   

 C．已知 { | ( ) ( ), [ 1,1]}X x f x g x x=   − ，若 ( ) 2X = ，则对任意 [ 1,1]x − ，都有

( ) ( )f x g x  

 D．已知 [ , 2]X a a= + ， [ , 3]Y b b= + ，则对任意的实数a，总存在实数b，使得

( ) 3X Y   
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第 II 卷（非选择题  共 110 分） 

二、填空题：共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11. 函数 ( ) ln 1f x x x= + − 的定义域是______． 

12. 已知双曲线
2 2

: 1
8 4

x y
C − = ，则C的渐近线方程是______；过C的左焦点且与 x轴垂

直的直线交其渐近线于 ,M N 两点，O为坐标原点，则 OMN 的面积是______． 

13. 在等比数列{ }na 中， 1 3 10a a+ = ， 2 4 5a a+ = − ，则公比q = ______；若 1na  ，则

n的最大值为______． 

14. 已知函数 ( ) sinf x x= ，若对任意 xR都有 ( ) ( )f x f x m c+ + = （c为常数），则常

数m的一个取值为______． 

15. 长江流域水库群的修建和联合调度，极大地降低了洪涝灾害风险，发挥了重要的防

洪减灾效益．每年洪水来临之际，为保证防洪需要、降低防洪风险，水利部门需要

在原有蓄水量的基础上联合调度，统一蓄水，用蓄满指数（蓄满指数 =

100
水库实际蓄水量

水库总蓄水量
）来衡量每座水库的水位情况．假设某次联合调度要求如下： 

（ⅰ）调度后每座水库的蓄满指数仍属于区间[0,100]； 

（ⅱ）调度后每座水库的蓄满指数都不能降低； 

（ⅲ）调度前后，各水库之间的蓄满指数排名不变． 

记 x为调度前某水库的蓄满指数， y为调度后该水库的蓄满指数，给出下面四个 y

关于 x的函数解析式： 

① 21
6

20
y x x= − + ；② 10y x= ；③ 5010

x

y = ；④
π

100sin
200

y x= ． 

则满足此次联合调度要求的函数解析式的序号是______． 
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三、解答题：共 6 小题，共 85 分。解答应写出必要的文字说明、证明过程或演算步骤。 

16. （本小题共 13 分） 

如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A BC D− 中，E为 1DD 的中点． 

（Ⅰ）求证： 1 / /BD 平面 ACE； 

（Ⅱ）求直线 AD与平面 ACE所成角的正弦值． 
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17. （本小题共 13 分） 

已知函数
π

( ) sin( )( 0, 0,| | )
2

f x A x A   = +    ，且 ( )f x 图象的相邻两条对称轴

之间的距离为
π

2
，再从条件①、条件②、条件③中选择两个作为一组已知条件． 

（Ⅰ）确定 ( )f x 的解析式； 

（Ⅱ）若 ( )f x 图象的对称轴只有一条落在区间[0, ]a 上，求a的取值范围． 

条件①： ( )f x 的最小值为 2− ； 

条件②： ( )f x 图象的一个对称中心为
5π

( ,0)
12

； 

条件③： ( )f x 的图象经过点
5π

( , 1)
6

− ． 

注：如果选择多组条件分别解答，按第一个解答计分． 
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18. （本小题共 14 分） 

天文学上用星等表示星体亮度，星等的数值越小，星体越亮．视星等是指观测者

用肉眼所看到的星体亮度；绝对星等是假定把恒星放在距地球32.6光年的地方测得的

恒星的亮度，反映恒星的真实发光本领． 

下表列出了（除太阳外）视星等数值最小的10颗最亮恒星的相关数据，其中

[0,1.3]a ． 

星名 天狼星 老人星 南门二 大角星 织女一 五车二 参宿七 南河三 水委一 参宿四* 

视星等 1.47−  0.72−  0.27−  0.04−  0.03  0.08  0.12  0.38  0.46  a  

绝对星等 1.42  5.53−  4.4  0.38−  0.6  0.1  6.98−  2.67  2.78−  5.85−  

赤纬 16.7−  52.7−  60.8−  19.2  38.8  46  8.2−  5.2  57.2−  7.4  

（Ⅰ）从表中随机选择一颗恒星，求它的绝对星等的数值小于视星等的数值的概率； 

（Ⅱ）已知北京的纬度是北纬40 ，当且仅当一颗恒星的“赤纬”数值大于 50− 时，

能在北京的夜空中看到它．现从这10颗恒星中随机选择 4 颗，记其中能在北京

的夜空中看到的数量为 X 颗，求 X 的分布列和数学期望； 

（Ⅲ）记 0a = 时10颗恒星的视星等的方差为 2

1s ，记 1.3a = 时 10 颗恒星的视星等的方

差为 2

2s ，判断 2

1s 与 2

2s 之间的大小关系．（结论不需要证明） 
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19. （本小题共 15 分） 

已知函数 ( ) e (ln )xf x x a= − ． 

（Ⅰ）若 1a = ，求曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）若 1a  ，求证：函数 ( )f x 存在极小值； 

（Ⅲ）若对任意的实数 [1, )x + ， ( ) 1f x  − 恒成立，求实数a的取值范围． 
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20. （本小题共 15 分） 

已知椭圆
2 2

2
: 1( 0)

3

x y
C a

a
+ =  的焦点在 x轴上，且经过点

3
(1, )

2
E ，左顶点为D，

右焦点为F ． 

（Ⅰ）求椭圆C的离心率和 DEF 的面积； 

（Ⅱ）已知直线 1y kx= + 与椭圆C交于 ,A B两点．过点B作直线 ( 3)y t t=  的垂线，

垂足为G．判断是否存在常数 t ，使得直线 AG经过 y轴上的定点？若存在，求

t 的值；若不存在，请说明理由． 
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21. （本小题共 15 分） 

已知数列 1 2: , , , ( 3)NA a a a N  的各项均为正整数，设集合

{ | ,1 }j iT x x a a i j N= = −    ，记T 的元素个数为 ( )P T ． 

（Ⅰ）若数列 :1,2,4,3A ，求集合T ，并写出 ( )P T 的值； 

（Ⅱ）若 A是递增数列，求证：“ ( ) 1P T N= − ”充要条件是“ A为等差数列”； 

（Ⅲ）若 2 1N n= + ，数列 A由1,2,3, , ,2n n这 1n+ 个数组成，且这 1n+ 个数在数列 A中

每个至少出现一次，求 ( )P T 的取值个数． 
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2021 年北京市西城区高三一模数学答案 

                                                            2021.4 

一、选择题：共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 B A A D D C B C B D 

二、填空题：共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11. (0,1]   12.
2

2
y x=  ；6 2  

13.
1

2
− ；3   14.π（答案不唯一， π 2 π,m k k= + Z即可） 

15.②④ 
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三、解答题：共 6 小题，共 85 分。 

16. （本小题共 13 分） 

（Ⅰ）连接BD交 AC 于点O，连接OE， 

在正方形 ABCD中，OB OD= ． 

因为E为 1DD 的中点， 

所以 1/ /OE BD ． 

因为 1BD 平面 ACE，OE 平面 ACE， 

所以 1 / /BD 平面 ACE． 

（Ⅱ）不妨设正方体的棱长为 2，建立如图所示的空间直角坐标系 A xyz− ， 

则 (0,0,0), (2,2,0), (0,2,0), (0,2,1)A C D E ， 

(0,2,0), (2,2,0), (0,2,1)AD AC AE= = = ， 

设平面 ACE的法向量为 ( , , )x y z=n ， 

所以
0

0

AC

AE

  =


 =

n

n
，即

2 2 0

2 0

x y

y z

+ =


+ =
 

令 1y = − ，则 1x = ， 2z = ， 

所以 (1, 1,2)= −n  

设直线 AD与平面 ACE所成角为， 

则
| | 6

sin | cos , |
6| | | |

AD
AD

AD



=   = =



n
n

n
， 

所以直线 AD与平面 ACE所成角的正弦值为
6

6
． 
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17. （本小题共 13 分） 

（Ⅰ）由于函数 ( )f x 图象上相邻两条对称轴之间的距离为
π

2
， 

所以 ( )f x 的最小正周期
π

2 π
2

T =  = ，
2π

2
T

 = = ． 

此时 ( ) sin(2 )f x A x = + ． 

选条件①②： 

因为 ( )f x 的最小值为 A− ，所以 2A = ． 

因为 ( )f x 图象的一个对称中心为
5π

( ,0)
12

， 

所以
5π

2 π( )
12

k k + = Z ， 

所以
5π

π ( )
6

k k = − Z ， 

因为
π

| |
2

  ，所以
π

6
 = ，此时 1k = ． 

所以
π

( ) 2sin(2 )
6

f x x= + ． 

选条件①③： 

因为 ( )f x 的最小值为 A− ，所以 2A = ． 

因为函数 ( )f x 的图象经过点
5π

( , 1)
6

− ， 

则
5π

( ) 1
6

f = − ，即
5π

2sin( ) 1
3

+ = − ，
5π 1

sin( )
3 2

+ = − ， 

因为
π

| |
2

  ，所以
7π 5π 13π

6 3 6
 +  ， 

所以
5π 11π

3 6
+ = ，

π

6
 = ． 
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所以
π

( ) 2sin(2 )
6

f x x= + ． 

选条件②③： 

因为 ( )f x 图象的一个对称中心为
5π

( ,0)
12

， 

所以
5π

2 π( )
12

k k + = Z ， 

所以
5π

π ( )
6

k k = − Z ， 

因为
π

| |
2

  ，所以
π

6
 = ，此时 1k = ． 

所以
π

( ) sin(2 )
6

f x A x= + ． 

因为函数 ( )f x 的图象经过点
5π

( , 1)
6

− ， 

则
5π

( ) 1
6

f = − ，即
5π π

sin( ) 1
3 6

A + = − ，
11π

sin 1
6

A = − ， 

所以 2A = ． 

所以
π

( ) 2sin(2 )
6

f x x= + ． 

（Ⅱ）因为 [0, ]x a ，所以
π π π

2 [ ,2 ]
6 6 6

x a+  + ， 

因为 ( )f x 图象的对称轴只有一条落在区间[0, ]a 上， 

所以
π π 3π

2
2 6 2

a +  ， 

得
π 3π

6 3
a  ． 

所以a的取值范围为
π 2π

[ , )
6 3

． 
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18. （本小题共 14 分） 

（Ⅰ）设一颗星的绝对星等的数值小于视星等的数值为事件 A，由图表可知，10颗恒

星有5颗恒星绝对星等的数值小于视星等的数值． 

所以
5 1

( )
10 2

P A = = ． 

（Ⅱ）由图表知，有7颗恒星的“赤纬”数值大于 50− ，所以随机变量 X 的所有可能

取值为1,2,3,4， 

1 3

7 3

4

10

7 1
( 1)

210 30

C C
P X

C
= = = = ；

2 2

7 3

4

10

63 3
( 2)

210 10

C C
P X

C
= = = = ； 

3 1

7 3

4

10

105 1
( 3)

210 2

C C
P X

C
= = = = ；

4 0

7 3

4

10

35 1
( 4)

210 6

C C
P X

C
= = = = ； 

所以随机变量 X 的分布列为： 

X  1 2  3  4  

P  
1

30
 

3

10
 

1

2
 

1

6
 

所以
1 3 1 1 14

( ) 1 2 3 4
30 10 2 6 5

E X =  +  +  +  = ． 

（Ⅲ） 2 2

1 2s s ． 
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19. （本小题共 15 分） 

（Ⅰ）当 1a = 时， ( ) e (ln 1)xf x x= − ， 

(1) ef = − ． 

1
( ) e (ln 1)xf x x

x
 = + − ， 

(1) 0f  = ． 

切线方程为： ey = − ． 

（Ⅱ）
1

( ) e (ln )xf x x a
x

 = + − ， (0, )x + ， 

设
1

( ) lng x x a
x

= + − ， 

2

1
( )

x
g x

x

−
 = ， 

令 ( ) 0g x = ， 1x = ， 

( )g x 在 (0,1)上单调递减，在 (1, )+ 上单调递增． 

min( ) (1) 1 0g x g a= = −  ，又 (e ) e 0a ag =  ， 

唯一 0 (1,e )ax  ，使得 0( ) 0g x = ， 

x  
0(1, )x  0x  0( , )x +  

( )f x  −  0 +  

( )f x   极小值  

当 1a  时， ( )f x 存在极小值． 

（Ⅲ）方法一：由（Ⅱ）知，当 1a  时， 

( )f x 在 0(1, )x 上单调递减， 

( ) (1) e 1f x f a  = −  − ，不符题意（舍）． 
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当 1a  时， min( ) (1) 0g x g=  ，即 ( ) 0f x  ， 

( )f x 在 (1, )+ 上单调递增， 

 min( ) (1) e 1f x f a= = −  − ， 

解得
1

e
a  ． 

综上所述：
1

e
a  ． 

方法二：e (ln ) 1x x a−  − ， 

1
ln

ex
a x + ． 

设
1

( ) ln
ex

h x x= + ， [1, )x + ， 

e
( )

e

x

x

x
h x

x

−
 = ， 

设 ( ) exF x x= − ， 

( ) e 1 0xF x = −  ， 

( )F x 在 (1, )+ 上单调递增， 

( ) (1) e 1 0F x F  = −  ， 

( )h x 在 (1, )+ 上单调递增， 

min

1
( ) (1)

e
h x h = = ， 


1

e
a  ． 

  



北京新东方中小学全科教育出品 

17 

20. （本小题共 15 分） 

（Ⅰ）依题意，代入点E，得到
2

1 3
1

4a
+ = ，解得 2a = ． 

2 2 2 4 3 1c a b= − = − = ，即 1c = ． 

 ( 2,0)D − ， (1,0)F ， 

离心率
1

2

c
e

a
= = ， DEF 的面积

1 3 9
3

2 2 4
S =   = ． 

（Ⅱ）由已知，直线DE 的方程
1

1
2

y x= + ． 

当 ( 2,0)A − ，
3

(1, )
2

B ， (1, )G t 时， 

直线 AG的方程为 ( 2)
3

t
y x= + ，交 y轴于点

2
(0, )

3

t
． 

当
3

(1, )
2

A ， ( 2,0)B − ， ( 2, )G t− 时， 

直线 AG的方程为

3
3 2 ( 1)
2 3

t
y x

−
− = −

−
，交 y轴于点

3
(0, )

3

t +
． 

若直线 AG经过 y轴上定点，则
2 3

3 3

t t +
= ， 

即 3t = ，直线 AG交 y轴于点 (0,2)． 

下面证明存在实数 3t = ，使得直线 AG经过 y轴上定点 (0,2)． 

联立 2 2

1

1
4 3

y kx

x y

= +



+ =


消 y整理，得 2 2(4 3) 8 8 0k x kx+ + − = ， 

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ， 

则 1 2 2

8

4 3

k
x x

k

−
+ =

+
， 1 2 2

8

4 3
x x

k

−
 =

+
． 
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设点 2( ,3)G x ，所以直线 AG的方程： 1
2

1 2

3
3 ( )

y
y x x

x x

−
− = −

−
． 

令 0x = ，得 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2

3 3
3

x y x x x y
y

x x x x

− + −
= + =

− −

1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2

3 ( 1) 3x x kx x x kx x

x x x x

− + − −
= =

− −
． 

1 2 1 2kx x x x = + ， 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

3 3 2( )
2

x x kx x x x x x x x
y

x x x x x x

− − − − − −
= = = =

− − −
． 

直线 AG经过 y轴上定点 (0,2)． 

综上，存在实数 3t = ，使得直线 AG经过 y轴上定点 (0,2)． 
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21. （本小题共 15 分） 

（Ⅰ）因为 1 1a = ，
2 2a = ，

3 4a = ，
4 3a = ， 

所以 {1,2,3, 1}T = − ， ( ) 4P T = ． 

（Ⅱ）充分性：若 A是等差数列，设公差为d ． 

因为数列 A是递增数列，所以 0d  ． 

则当 j i 时， ( )j ia a j i d− = − ， 

所以 { ,2 , ,( 1) }T d d N d= − ， ( ) 1P T N= − ． 

必要性：若 ( ) 1P T N= − ． 

因为 A是递增数列，所以 2 1 3 1 1Na a a a a a−  −   − ， 

所以 2 1 3 1 1, , , Na a a a a a T− − −  ，且互不相等． 

所以 2 1 3 1 1{ , , , }NT a a a a a a= − − − ． 

又 3 2 4 2 2 1N Na a a a a a a a−  −   −  − ， 

所以 3 2 4 2 2 1, , , ,N Na a a a a a a a T− − − −  ，且互不相等． 

所以 3 2 2 1 4 2 3 1 2 1 1, , , N Na a a a a a a a a a a a−− = − − = − − = − ， 

所以 2 1 3 2 1N Na a a a a a −− = − = = − ， 

所以 A为等差数列． 

（Ⅲ）因为数列 A由1,2,3, , ,2n n这 1n+ 个数组成， 

任意两个不同的数做差， 

差值只有可能为 1, 2, 3, ( 1)n    − 和 (2 1), (2 2), ,n n n −  −  ． 

共2( 1) 2 4 2n n n− + = − 个不同的值； 

且对任意的 1,2,3 , 1, , ,2 1m n n n= − − ，m和 m− 这两个数中至少有一个在集合T 中． 

又因为1,2,3, , ,2n n这 1n+ 个数在数列 A中共出现 2 1N n= + 次，所以数列 A中存在
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( )i ja a i j=  ，所以0 T ． 

综上， ( ) 4 1P T n − ，且 ( ) 2P T n ． 

所以 ( )P T 可以取到2n到4 1n − 共计2n个整数值，即 ( )P T 的取值个数为2n． 


