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2018 年北京市海淀区高三（理）期中数学考试逐题解析 

一、选择题共 8小题，每小题 5分，共 40分。在每小题列出的四个

选项中，选出符合题目要求的一项。 

1.已知集合 { 0}A x x a= −  ,  1,2,3B = ,若 A B  ,则a的取值范围

为 

A. ( ,1]−  B.[1, )+  

C. ( ,3]−  D.[3, )+  

【答案】B 

【解析】本题考查集合的运算. 

集合 { | 0} { | }A x x a x x a= −  =  , {1,2,3}B = ,若 A B  , 

则 1a   

故选 B. 

2.下列函数中,是偶函数且在 (0, )+ 上单调递增的是  

A.
2( ) | |f x x x= −  B.

2

1
( )f x

x
=  

C. ( ) | ln |f x x=  D.
| |( ) e xf x =  

【答案】D 
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【解析】本题考查函数的单调性和奇偶性. 

A. 2( ) | |f x x x= −  

由图可知,函数 2( ) | |f x x x= − 为偶函数,在
1

(0, )
2

上单调递减,在
1

( , )
2
+ 上单调递增. 

B.
2

1
( )f x

x
=  

由图可知,函数
2

1
( )f x

x
= 为偶函数,在 (0, )+

上单调递减.  

C. ( ) | ln |f x x=  

由图可知,函数 ( ) | ln |f x x= 定义域为 (0, )+ ,是

非奇非偶函数,在 (0,1)上单调递减,在 (1, )+ 上

单调递增. 

D. | |( ) e xf x =  

由图可知,函数 | |( ) e xf x = 为偶函数,在 (0, )+ 上单

调递增. 

故选 D. 

3.
e

1

1
dx

x
=  

A. 1−  B.0  

C.1 D.e  
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【答案】C 

【解析】本题考查定积分公式. 

e
e

1
1

1
d ln | lne ln1 1 0 1.x x

x
= = − = − =  

故选 C. 

4.在等差数列 na 中, 6
1

5

1, 2
a

a
a

= = ,则公差d 的值是 

A.
1

3
−  B.

1

3
 

C.
1

4
−  D.

1

4
 

【答案】A 

【解析】本题考查等差数列通项公式. 

由已知 1 1,a = 6 1

5 1

5 1 5
2,

4 1 4

a a d d

a a d d

+ +
= = =

+ +
 

解得
1

3
d = − . 

故选 A. 

5.角终边经过点 4, )P y（ ,且
3

sin
5

 = − ,则 tan =  

A.
4

3
−  B.

4

3
 

C.
3

4
−  D.

3

4
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【答案】C 

【解析】本题考查三角函数定义. 

2 2 2 2

3
sin

54

y y

x y y
 = = = −

+ +
 

3y =−  

P点坐标为 (4, 3)−  

3
tan

4
 = = −

y

x
 

故选 C. 

6.已知数列{ }na 的通项公式为 = +n

a
a n

n
,则“ 2 1a a ”是“数列{ }na

单调递增”的 

A.充分而不必要条件 B.必要而不充分条件  

C.充分必要条件 D.既不充分也不必要条件  

【答案】C 

【解析】本题考查数列单调性与简易逻辑的综合. 

必要性: 

2 1a a 即2+ 1
2

a
a + , 

2a   

2

1 1 ( ) 1 1 =
1 1 ( 1) ( 1)

n n

a a a a a n n a
a a n n

n n n n n n n n
+

− + −
− = + + − + = + − = +

+ + + +

其中 2

min( ) 2n n a a+ − = −  
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2 2 0a a  −   

1n na a+   

数列{ }na 单调递增,必要性得证. 

充分性: 

又 数列{ }na 单调递增, 

2 1a a  ,充分性得证. 

故选 C. 

7.已知向量a ,b , c满足 0a b c+ + = ,且 2 2 2a b c  ,则a b ,b c ,c a 中最

小的值是 

A. a b  B.b c  

C. c a  D.不能确定的 

【答案】A 

【解析】本题考查平面向量. 

2 2( ) ( ) ( )a b b c b a c a c a c c a −  =  − = − −  − = −  

2 2 0c a a b b c   −    

即a b b c    

同理a b c a    

a b  最小 

故选 A. 
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8. 函 数 2( ) , ( ) 3.f x x g x x x= = − + 若 存 在 1 2

9
, , , [0, ],

2
nx x x  使 得

1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n n nf x f x f x g x g x g x g x f x− −+ + + + = + + + +

则n的最大值为 

A.5  B.6  

C. 7  D.8  

【答案】D 

【解析】本题考查函数. 

令 2 9
( ) ( ) ( ) 2 3(0 )

2
h x g x f x x x x= − = − +   , 

易知 min max

9 57
( ) (1) 2, ( ) ( ) .

2 4
h x h h x h= = = =  

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n ng x f x g x f x g x f x g x f x− −− = − + − + + − ,

即 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )n nh x h x h x h x −= + + +  

( )h x 的值域为
57

[2, ]
4

, 

1 2 1( ) ( ) ( )nh x h x h x − + + + 的值域为
57

[2( 1), ( 1)]
4

n n− − . 

又 存在 1 2, , , nx x x ,使得 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )n nh x h x h x h x −= + + + 成立, 

57
2 2( 1)

4
n  −   

65
2

8
n   . 

又 *nN , 
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n 的最大值为 8. 

故选 D. 

二、填空题共 6小题，每小题 5分，共 30分。 

9.计算 lg4 lg25 _____+ = . 

【答案】2  

【解析】本题考查对数的运算 

2lg 4 lg 25 lg(4 25) lg100 lg10 2+ =  = = =  

10.已知平面向量 (1,2)a = , (3,1)b = ,则向量a ,b夹角的大小为_____ . 

【答案】
π

4
 

【解析】本题考查平面向量的数量积 

5 2
cos ,

2| || | 5 10

a b
a b

a b


 = = =

  

, [0,π]a b 
 

π
,

4
a b =

 

,a b 夹角为
π

4
. 

11.已知等比数列{ }na 的前n项和为 nS ,下表给出了 nS 的部分数据: 

n  1 2  3  4   

nS  t  10  19  
65

2
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则数列 na 的公比 _____q = ,首项
1 _____a = . 

【答案】
3

2
q = ;

1 4a = . 

【解析】本题考查等比数列 

由表可得 

3 3 2 9a S S= − =  

4 4 3

27

2
a S S= − =  

2

3 1

3

4 1

9

27

2

a a q

a a q

 = =



= =


 

1

3

2

4

q

a


=

 
 =

 

12.函数 ( ) | sin |
2

x
f x a= − 在区间[0,π]上的最大值为2 ,则 _____a = . 

【答案】 1− 或2 . 

【解析】本题考查三角函数和不等式 

法一: 

[0,π]x  

π
[0, ]

2 2

x
   

sin [0,1]
2

x
   

1

2
a  时, max( ) 1 2f x a= − =  
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1a =−
 

1

2
a  时,

max( ) | 0 | | | 2f x a a= − = =  

1

2
a   

2a =
 

综上 1a = − 或2 . 

法二: 

[0,π]x  

π
[0, ]

2 2

x
   

sin [0,1]
2

x
   

( ) | sin | 2
2

x
f x a= −  恒成立, 

2 sin 2
2

x
a a −   + 在 [0,π]x 恒成立, 

又 sin [0,1]
2

x
 , 

2 1a + = 或 2 0a − =  

综上 1a = − 或2 .
 

13.能说明“若 ( ) ( )f x g x 对任意的 [0,2]x 都成立,则 ( )f x 在[0,2]上

的最小值大于 ( )g x 在[0,2]上的最大值”为假命题的一对函数可以是

( ) _____f x = , ( ) _____g x = . 

【答案】 1x + ; x（答案不唯一） 
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【解析】本题考查命题与简易逻辑 

( ) ( )f x g x 在[0,2]上恒成立; 

可先确定 ( )g x ,令 ( )g x x= ， 

( ) ( )f x g x ，可令 ( ) ( ) 1 1f x g x x= + = + , 

min( ) (0) 1f x f = = . 

max( ) (2) 2 1g x g= =  与 ( )f x 最小值大于 ( )g x 最大值矛盾,符合题意. 

14.已知函数

ln , 0 ,

( ) e
, .

x x a

f x
x a

x

 


= 


 

（Ⅰ）若函数 ( )f x 的最大值为1,则 _____a = ; 

（Ⅱ）若函数 ( )f x 的图象与直线
e

a
y = 只有一个公共点,则a的取值范

围为 ______ . 

【答案】e;(0,e]. 

【解析】本题考查函数的最值与图象. 

（Ⅰ）函数 ln ,0y x x a=   ,此时单调递增,所以 max ln , .y a x a= =  

e
,y x a

x
=  ,此时单调递减,无最大值 

故 max( ) ( ) ln 1, e.f x f a a a= = =  =  

（Ⅱ）设
1 1 e

( ) ln , ( ) .
e e e

x x
g x x g x

x x

−
= −  = − =  

当0 ex  时, ( ) 0;g x  当 ex  时, ( ) 0.g x   

∴ max( ) (e) 0.g x g= = ∴ ( ) (e) 0.g x g =  
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①当 ea = 时,成立. 

②当 ea  时,
e

,ln .
e e

a a
a

a
   

此时不成立. 

③当0 ea  时,
e

,ln .
e e

a a
a

a
   

此时成立. 

综上, a的取值范围为 (0,e]. 

三、解答题共 6小题，共 80分。解答应写出文字说明，演算步骤或

证明过程。 

15.（本小题 13 分） 
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设{ }na 是等比数列,
nS 为其前n项的和,且

2 2a = ,
1 2 0a S+ = . 

（Ⅰ）求{ }na 的通项公式; 

（Ⅱ）若 80nS  ,求n的最小值. 

【答案】（Ⅰ） 1( 2)n

na −= − − ,（Ⅱ）n的最小值为 8 

【解析】（Ⅰ） { }na 是等比数列, 2 2a = ,
1 2 0a S+ = , 

 1

1 1 1

2

0

a q

a a a q





=

+ + =
,解得 1 1

2

a

q





= −

= −
 

 1 1 1

1 ( 1) ( 2) ( 2)n n n

na a q − − −= = −  − = − −  

即 1( 2)n

na −= − − . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）得
( 1)[1 ( 2) ] ( 2) 1

1 ( 2) 3

n n

nS
− − − − −

= =
− −

 

80nS   


( 2) 1

80
3

n− −
 , ( 2) 241n−   

显然n为奇数时,不等式不成立, 

当n为偶数时,即2 241n  ,解得 8n   

所以n的最小值为 8. 

16.（本小题 13 分） 

已知函数
cos2

( ) 2sin
sin cos

x
f x x

x x
= +

+
. 

（Ⅰ）求 (0)f 的值; 



北京新东方优能中学&优能 1 对 1 联合出品 

13 

 

（Ⅱ）求函数 ( )f x 在
π

[0, ]
2

上的单调递增区间. 

【答案】1;
π

[0, ]
4

 

【解析】 

（Ⅰ）
cos0 1

(0) 2sin0 0 1
sin0 cos0 0 1

f = + = + =
+ +

; 

（Ⅱ）
cos2

( ) 2sin
sin cos

x
f x x

x x
= +

+
, 

sin cos 0x x +  , 

π
2 sin( ) 0

4
x +  , 

π
π(

4
x k k  − + Z）, 

即 ( )f x 的定义域为
π

{ | π, }
4

x x k k − + Z ; 

cos2
( ) 2sin

sin cos

x
f x x

x x
= +

+
 

2 2cos sin
2sin

sin cos

x x
x

x x

−
= +

+
 

(cos sin )(cos sin )
2sin

sin cos

x x x x
x

x x

+ −
= +

+
 

2sin cos sinx x x= + −  

sin cosx x= +  

π
2 sin( )

4
x= +  
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方法 1： 

由正弦函数 siny x= 的单调递增区间
π π

[ 2 π, 2 π]( )
2 2

k k k− + + Z 得 

π π π
2 π 2 π

2 4 2
k x k− +  +  +  

解得
3π π

2 π 2 π
4 4

k x k− +   + ,且
π

π(
4

x k k − + Z） 

π
[0, ]

2
x  

所以函数 ( )f x 在
π

[0, ]
2
上的单调递增区间为

π
[0, ]

4
; 

方法 2： 

π
[0, ]

2
x  

π π 3π
[ , ]

4 4 4
x +   

由正弦函数 siny x= 的单调递增区间
π π

[ 2 π, 2 π]( )
2 2

k k k− + + Z 得 

π π π
[ , ]

4 4 2
x +   

解得
π

[0, ]
4

x  

所以函数 ( )f x 在
π

[0, ]
2
上的单调递增区间为

π
[0, ]

4
. 

17.（本小题 13 分） 

已知函数 3 2( ) 1f x x x ax= + + − . 
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（Ⅰ）当 1a = − 时,求函数 ( )f x 的单调区间; 

（Ⅱ）求证:直线
23

27
y ax= − 是曲线 ( )y f x= 的切线; 

（Ⅲ）写出a的一个值,使得函数 ( )f x 有三个不同的零点（只需直接写

出数值）. 

【解析】 

（Ⅰ）当 1a = − 时, 3 2( ) 1f x x x x= + − − , ( )f x 定义域为R , 

2( ) 3 2 1 (3 1)( 1)f x x x x x = + − = − + , 

令 ( ) 0f x = 得 1 2

1
, 1

3
x x= = − , 

当 x变化时, ( )f x , ( )f x 变化情况如下表: 

x  ( , 1)− −  1−   
1

( 1, )
3

−  
1

3
 

1
( + )
3

,  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x    极大值   极小值  

所以, ( )f x 的单调增区间是 ( , 1)− − ,
1

( + )
3

, ,单调减区间是
1

( 1, )
3

− . 

（Ⅱ） 2( ) 3 2f x x x a = + + , 

设切点为 0 0( , )x y ,则 2

0 0 0( ) 3 2f x x x a a = + + = , 

解得 0 0x = 或
2

3
− , 

2 2 23
(0) 1, ( )

3 3 27
f f a= − − = − − , 

点 (0, 1)− 不在切线上,舍去; 
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并且点
2 2 23

( , )
3 3 27

a− − − 在直线
23

27
y ax= − 上, 

故直线
23

27
y ax= − 是曲线 ( )y f x= 的切线. 

（Ⅲ） 5a = − ( 1a  − 即可) 

18.（本小题 13 分） 

在 ABC中, 7c = ,
2 6

sin
5

C = . 

（Ⅰ）若
5

cos
7

B = ,求b的值; 

（Ⅱ）若 11a b+ = ,求 ABC的面积. 

【答案】5;6 6  

【解析】（Ⅰ）在 ABC中,由正弦定理得：
sin sin

b c

B C
= ,所以

sin

sin

B
b c

C
= . 

因为 (0,π)B ,且
5

cos
7

B = ,所以 2 2 6
sin 1 cos

7
B B= − = . 

因为 7c = ,
2 6

sin
5

C = . 

所以
2 6 5

7 5
7 2 6

b =   = . 

（Ⅱ）因为
2 6

sin
5

C = ,所以 2 1
cos 1 sin

5
C C=  − =  . 
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在 ABC中,由余弦定理得:

2 2 2 22 cos ( ) 2 (1 cos )c a b ab C a b ab C= + − = + − + . 

又因为 7, 11c a b= + = , 

①当
1

cos
5

C = 时, 2 2 1
7 11 2 (1 )

5
ab= − + ,解得 30ab = . 

此时
1 1 2 6

sin 30 6 6
2 2 5

ABCS ab C= =   = . 

②当
1

cos
5

C = − 时, 2 2 1
7 11 2 (1 )

5
ab= − − ,解得 45ab = . 

而方程组
11

45

a b

ab

+ =


=
无解,故舍去. 

综上, 6 6ABCS = . 

19.（本小题 14 分） 

已知函数 2 ln
( )

x
f x mx x

m
= − − . 

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的极值; 

（Ⅱ）求证:存在 0x ,使得 0( ) 1f x  . 

【解析】 

（Ⅰ） 2 ln
( )

x
f x mx x

m
= − − , ( )f x 定义域为 (0, )+ ,且 0m  . 

所以
1 (2 1)( 1)

( ) 2 1
mx mx

f x mx
mx mx

+ −
 = − − = . 

（1）当 0m  时, 0,2 1 0mx mx +  ,令 ( ) 0f x = ,得
1

x
m

= , 
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当 x变化时, ( )f x , ( )f x 变化情况如下表: 

x  
1

(0, )
m

 
1

m
 

1
( , )
m

+  

( )f x  −  0  +  

( )f x   极小值  

所以, ( )f x 极小值为
1 ln

( )
m

f
m m

= ,无极大值. 

（2）当 0m 时, 0, 1 0mx mx −  ,令 ( ) 0f x = ,得
1

2
x

m
= − , 

当 x变化时, ( )f x , ( )f x 变化情况如下表: 

x 
1

(0, )
2m

−  
1

2m
−  

1
( , )

2m
− +  

( )f x  +  0 − 

( )f x   极大值  

所以, ( )f x 极大值为
1 3 ln( 2 )

( )
2 4

m
f

m m m

−
− = + ,无极小值. 

综上所述,当 0m  , ( )f x 极小值为
1 ln

( )
m

f
m m

= ,无极大值. 

当 0m 时, ( )f x 极大值为
1 3 ln( 2 )

( )
2 4

m
f

m m m

−
− = + ,无极小值. 

（Ⅱ） 

（1）当 0m 时, (1) 1 1 1f m= −  −  ,结论成立, 

（2）当 0m  时, ( )f x 极小值为
1 ln

( )
m

f
m m

=  

故“存在 0x ,使得 0( ) 1f x  ”等价于“
1

( ) 1f
m

 ” 
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设
ln

( ) ( 0)
x

g x x
x

=  ,则
2

1 ln
( )

x
g x

x

−
 = , 

令 ( ) 0g x = 得 x e=  

当 x变化时, ( )g x , ( )g x 变化情况如下表: 

x  (0, )e  e  ( , )e +  

( )g x  +  0  −  

( )g x   极大值  

所以 ( )g x 在 (0, )e 上单调递增,在 ( , )e + 上单调递减, 

max

1
( ) ( ) 1g x g e

e
= =  . 

所以
1

( ) 1f
m

 , 

所以 (0, )m  + ,存在 0 (0, )x  + ,使得 0( ) 1f x  . 

综上所述,存在 0x ,使得 0( ) 1f x  . 

20.（本小题 14 分） 

记无穷数列 { }na 的前 n 项中最大值为 nM ,最小值为 nm ,令

2

n n
n

M m
b

+
= . 

（Ⅰ）若 2 3n

na n= − ,请写出 1 2 3 4, , ,b b b b 的值; 

（Ⅱ）求证:“数列{ }na 是等差数列”是“数列{ }nb 是等差数列”的充

要条件; 

（Ⅲ）若 *n N , | | 2018na  , | | 1nb = ,求证:存在 *K N ,使得 n K  ,有

1n nb b+ = . 
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【解析】 

（Ⅰ）
1 2 3 41, 2, 1, 4a a a a= − = − = − =  

1 1
1 1 1

2 2

n nM m a a
b a

+ +
 = = = = − ; 

1 2
2

3

2 2 2

n nM m a a
b

+ +
= = = −  

1 2
3

3

2 2 2

n nM m a a
b

+ +
= = = −  

4 2
4 1

2 2

n nM m a a
b

+ +
= = =  

（Ⅱ）证明： 

（必要性）当数列{ }na 是等差数列时,设其公差为d , 

当 0d  时, 1 0n na a d−− =  ,所以 1n na a − ,所以 n nM a= ，
1nm a= , 

当 0d  时, 1 0n na a d−− =  ,所以 1n na a − ,所以 1nM a= ，
n nm a= , 

当 0d = 时, 1 0n na a d−− = = ,所以 1n na a −= ,所以 1nM a= ，
n nm a= , 

综上,总有 1

2

n
n

a a
b

+
= , 

所以 1 1 1
1

2 2 2

n n
n n

a a a a d
b b −

−

+ +
− = − = ,所以数列{ }nb 是等差数列; 

（充分性）当数列{ }nb 是等差数列时,设其公差为d 
, 

因为 *1 1 1 1
1

2 2 2 2

n n n n n n n n
n n

M m M m M M m m
b b d− − − −

−

+ + − −
− = − = + = , 

根据 nM , nm 的定义,有以下结论: 

1n nM M − , 1n nm m − ,且两个不等式至少有一个取等号, 
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当 * 0d  时,则必有
1n nM M − ,所以

1 1n n n na M M a− −=   , 

所以{ }na 是一个单调递增数列,所以
n nM a= ,

1nm a= , 

所以 *1 1 1 1
1

2 2 2

n n n n
n n

a a a a a a
b b d− −

−

+ + −
− = − = =  

所以 *

1 2n na a d−− = ,即{ }na 为等差数列 

当 * 0d  时,则必有
1n nm m − ,所以

1 1n n n na m m a− −=   , 

所以{ }na 是一个单调递减数列,所以 1nM a= ,
n nm a= , 

所以 *1 1 1 1
1

2 2 2

n n n n
n n

a a a a a a
b b d− −

−

+ + −
− = − = =  

所以 *

1 2n na a d−− = ,即{ }na 为等差数列 

当 * 0d = 时, 

1 1 1 1
1 0

2 2 2 2

n n n n n n n n
n n

M m M m M M m m
b b − − − −

−

+ + − −
− = − = + =  

因为 1n nM M −− ,
1n nm m −− 中必有一个为0 , 

根据上式,一个为0 ,则另一个亦为0 , 

所以 1n nM M −= , 1n nm m −= ,所以{ }na 为常数数列,所以{ }na 为等差数列, 

综上,结论得证. 

（Ⅲ）假设结论不成立. 

因为 | | 1nb = ,即 1nb = ,或者 1nb = − , 

所以 *K N ,一定 i K  ,使得 ib , 1ib + 符号相反 

所以在数列{ }nb 中存在
1 2 3 1
, , , , , ,

i ik k k k kb b b b b
+

其中

1 2 3 ik k k k      
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且
1 2 3 1

1 ,
i ik k k k kb b b b b

+
− = = = = = =  

1 2 3 11 1 1 1 11 ,
i ik k k k kb b b b b

++ + + + += = = = = =  

因为
+11, 1

i ik kb b= − = ,即 +1 +1
1, 1

2 2

i i i ik k k kM m M m+ +
= − =  

注意到 1 1,
i i i ik k k kM M m m+ +  ,且有且仅有一个等号成立, 

所以必有 1 1,
i i i ik k k kM M m m+ + =  

所以 1 4
i ik kM M+ = + ,所以 1 1 4

i i ik k ka M M+ += = +  

因为
1i ik k − ,所以

1 1i ik k − + ,所以
1 1i ik kM M
− +  

所以
11 14 4

i i ik k ka M M
−+ += +  +  

所以
11 1 4

i ik ka a
−+ + +  

所以
11 1 4

i ik ka a
−+ +−   

所以
2 11 1 4k ka a+ +−   

3 21 1 4k ka a+ +−   

4 31 1 4k ka a+ +−   

 

11 1 4
m mk ka a

−+ +−   

所以
11 1 4( 1)

mk ka a m+ +−  −  

所以
11 1 4( 1)

mk ka a m+ + + −  

所以
1010 11 1 4(1010 1) 2018 4036 2018k ka a+ + + −  − + = , 

这与 | | 2018na  矛盾,所以假设错误, 

所以 *K N ,使得 n K  ,有 1n nb b+ = . 


