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2020 年北京市高考数学考试逐题解析 

第一部分（选择题 共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符

合题目要求的一项。 

1. 已知集合 { 1,0,1,2}A = − ， { | 0 3}B x x=   ，则 A B =  

A.{ 1,0,1}−  B.{0,1} 

C.{ 1,1,2}−  D.{1,2}  

【答案】D 

【解析】 

因为 { 1,0,1,2}A = − ， { | 0 3}B x x=   ， 

所以 {1,2}A B = ， 

故选 D. 

2. 在复平面内，复数 z对应的点的坐标是 (1,2)，则 i z =  

A.1 2i+  B. 2 i− +  

C.1 2i−  D. 2 i− −  

【答案】B 

【解析】 

因为复数 z对应的点的坐标是 (1,2)， 

所以 1 2iz = + ，所以 i i(1 2i) 2 iz = + = − + ， 

故选 B. 
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3. 在 5( 2)x − 的展开式中， 2x 的系数为 

A. 5−  B.5  

C. 10−  D.10  

【答案】C 

【解析】 

5( 2)x − 展开式的通项公式为
5

5 2
1 5 5( ) ( 2) ( 2)

r

r r r r r

rT C x C x
−

−

+ =  − = − ， 

当
5

2
2

r−
= ，即 1r = 时， 1 1 2 2

2 5( 2) 10T C x x= − = − ， 

所以 2x 的系数为 10− ， 

故选 C. 

4. 某三棱柱的底面为正三角形，其三视图如图所示，该三棱柱的

表面积为 

A.6 3+  B.6 2 3+  

C.12 3+  D.12 2 3+  

【答案】D 

【解析】 

三棱柱的直观图如图所示： 

其为底面棱长、侧棱长均为2的正三棱柱. 

其上下底面是2个边长为2的全等正三角形， 

侧面是3个边长为2的全等正方形. 

设三角形 ABC的面积为 1S ，正方形 1 1ABB A 的面积为 2S ， 
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所以其表面积为： 

1 2 1

1
2 3 2 sin 3

2
S S S AB BC ABC AA AB= + =      +    

1 3
2 2 2 3 2 2

2 2
=     +    

2 3 12= +  

故选 D. 

5. 已知半径为1的圆经过点 (3,4)，则其圆心到原点的距离的最小值为 

A. 4  B.5  C.6  D.7  

【答案】A 

【解析】 

方法一： 

设该圆的圆心为 A， (3,4)B ， 

因为 5OB = 且 1AB = ， 

当O， A，B不共线时，如图， 

在 OAB中， 

由三角形三边关系， 

OB AB OA−  （两边之差小于第三边），即 4OA  . 

当O， A，B共线且 A在线段OB上时，如图， 

4OA = 为最小值. 

故选 A. 



北京新东方中小学全科教育出品 

4 

 

方法二： 

设该圆的圆心为 A，由题意 A到点 (3,4)B 的距离 1AB = ， 

所以 A在以B为圆心，1为半径的圆上. 

min
1 5 1 4OA OB= − = − = . 

故选 A. 

6. 已知函数 ( ) 2 1xf x x= − − ，则不等式 ( ) 0f x  的解集是 

A. ( 1,1)−  B. ( , 1) (1, )− − +  

C. (0,1)  D. ( ,0) (1, )− +  

【答案】D 

【解析】 

方法一：不等式 ( ) 0f x  可以转变成2 1x x + ， 

画出指数函数与一次函数的图象： 

由图象可知， 

2xy = 与 1y x= + 的交点为 (0,1)和 (1,2)两点， 

故当 2xy = 在 1y x= + 上方时， 

( ,0) (1, )x − + . 

所以解集为 ( ,0) (1, )− + . 

故选 D. 
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方法二： 

因为 1 1
( 1) 2 1 1 0

2
f −− = + − =  ，故排除选项 ABC， 

故选 D. 

7. 设抛物线的顶点为O ，焦点为 F ，准线为 l ，P是抛物线上异于O 的一点，过P作

PQ l⊥ 于Q，则线段FQ的垂直平分线 

A.经过点O   B.经过点P  

C.平行于直线OP  D.垂直于直线OP  

【答案】B 

【解析】 

根据抛物线的性质：抛物线上的点到焦点的距离等于到准线的距离， 

因此 PF PQ= ， 

所以点P在线段FQ的垂直平分线上， 

故选 B. 

8. 在等差数列{ }na 中， 1 9a = − ， 5 1a = − .记 1 2 ( 1,2, )n nT a a a n= = ，则数列{ }nT  

A.有最大项，有最小项 B.有最大项，无最小项 

C.无最大项，有最小项 D.无最大项，无最小项 

【答案】B 

【解析】 

根据题目条件得到：等差数列{ }na 中， 1 9a = − ， 5 1a = − ， 
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得到公差 5 1 1 ( 9)
2

5 1 4

a a
d

− − − −
= = =

−
， 

所以等差数列{ }na 的通项公式为 *2 11( )na n n= − N . 

①当 5n  时， 0na  ， 1 9T = − ， 2 63T = ， 3 315T = − ， 4 945T = ， 5 945T = − ， 

所以 5 3 1 2 40T T T T T     . 

②当 6n = 时， 6 1a = ， 6 5945T T= − = ， 

③当 7n  时， 1na  ，即 7 8 0na a a  ， 

所以 6 7 8 0n nT T a a a=   ， 

且
1

1n
n

n

T
a

T −

=  ， 

所以 1 6 0n nT T T+    . 

综上， 1 6 5 3 1 2 40 ( 7)n nT T T T T T T T n+   =       ， 

所以数列{ }nT 有最大项 4 945T = ，无最小项， 

故选 B. 

9. 已知  R, ，则“存在kZ使得 π ( 1)kk = + − ”是“sin sin = ”的 

A.充分而不必要条件 B.必要而不充分条件 

C.充分必要条件 D.既不充分也不必要条件 

【答案】C 

【解析】 

充分条件： 

k 为偶数时， πk = + ，则sin sin( π )k = + sin= ，成立； 
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k 为奇数时， πk = − ，则sin sin( π ) sin( ) sink   = − = − − = ，成立； 

充分条件成立； 

必要条件： 

因为sin sin = ，所以有： 

① 2 πn = + ，nZ，得： πk = + （k 为偶数）； 

② π 2 πn = − + ，nZ，得： πk = − （k 为奇数）； 

必要条件成立. 

故选 C. 

10. 2020 年 3 月 14 日是全球首个国际圆周率日 (π Day) .历史上，求圆周率π的方法有

多种，与中国传统数学中的“割圆术”相似，数学家阿尔 卡西的方法是：当正整数n

充分大时，计算单位圆的内接正6n边形的周长和外切正6n边形（各边均与圆相切的正

6n边形）的周长，将它们的算术平均数作为2π的近似值.按照阿尔 卡西的方法，π的近

似值的表达式是 

A.
30 30

3 (sin tan )n
n n

+  B.
30 30

6 (sin tan )n
n n

+  

C.
60 60

3 (sin tan )n
n n

+  D.
60 60

6 (sin tan )n
n n

+  

【答案】A 

【解析】 

如图所示， AB为单位圆内接正6n边形的一条边， 

设C为 AB的中点， 

360 60

6
AOB

n n
 = = ，

30

2

AOB
AOC

n


 = = ， 
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30 30
sin 1 sin sinAC AO AOC

n n
=   =  = ， 

30
2 2sinAB AC

n
= = ， 

圆内接正6n边形的周长：
30 30

6 6 2sin 12 sinL n AB n n
n n

=  =  =
内

， 

A B 为单位圆外切正6n边形的一条边， 

设 A B 与圆相切于点C，C恰为 A B 的中点， 

360 60

6
A OB

n n
  = = ，

30

2

A OB
A OC

n

 
  = = ， 

30 30
tan 1 tan tanA C OC A OC

n n
    =   =  = ， 

30
2 2tanA B A C

n
   = = ， 

圆外切正6n边形的周长：
30 30

6 6 2tan 12 tanL n A B n n
n n

 =  =  =外
， 

由题知：

30 30
12 sin 12 tan

2π
2

n n
n n

+

 ， 

所以
30 30

π 3 (sin tan )n
n n

 + ， 

故选 A. 
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第二部分（非选择题 共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11. 函数
1

( ) ln
1

f x x
x

= +
+

的定义域是______ . 

【答案】{ | 0}x x   

【解析】 

由题意得
1 0

0

x

x

+ 



，解得 0x  ，所以 ( )f x 的定义域为{ | 0}x x  . 

12. 已知双曲线C：
2 2

1
6 3

x y
− = ，则C的右焦点的坐标为 ______；C的焦点到其渐近线

的距离是______ . 

【答案】 (3,0)； 3  

【解析】 

由题
2 2

1
6 3

x y
− = ，所以 2 6a = ， 2 3b = ， 2 2 2 9c a b= + = ， 3c = ， 

因为双曲线焦点在 x轴上，所以右焦点坐标为 (3,0)， 

双曲线渐近线方程为
2

2
y x=  ，即 2 2 0x y = ， 

双曲线焦点为 (3,0)， ( 3,0)− ，由点到直线距离公式得， 

右焦点到渐近线距离：
1

3 2 0
3

2 4
d

−
= =

+
，

2

3 2 0
3

2 4
d

− −
= =

+
， 

左焦点到渐近线距离：
3

3 2 0
3

2 4
d

−
= =

+
，

4

3 2 0
3

2 4
d

− −
= =

+
， 

也可由对称性直接得出， 1 2 3 4d d d d d= = = = ， 

所以焦点到渐近线的距离 3d = . 
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13. 已知正方形 ABCD 的边长为 2 ，点 P 满足
1

( )
2

AP AB AC= + ，则 | | ______PD = ；

______PB PD = . 

【答案】 5 ； 1−  

【解析】 

方法一：由
1

( )
2

AP AB AC= + ，知P为BC 中点， 

所以
2 2

5PD PD PC DC= = + = ， 

( )PB PD PB PC CD PB PC PB CD =  + =  +   

1 1 cos180 0 1.=   + = −  

方法二：以 A为原点，建立坐标系， 

(0,0)A ， (2,0)B ， (2,2)C ， (0,2)D ， 

所以 (2,0)AB = ， (2,2)AC = ， 

设 ( , )P x y ，有 ( , )AP x y= ， 

又
1

( )
2

AP AB AC= + ， 

所以

1 1
2 2

2 2

1 1
0 2

2 2

x

y


=  + 


 =  + 


，所以 (2,1)P ， 

所以 ( 2,1)PD = − ， (0, 1)PB = − ， 

所以
2 2

5PD PD PC DC= = + = ， ( 2) 0 1 ( 1) 1PD PB = −  +  − = − . 

方法三：由
1

( )
2

AP AB AC= + ，知P为BC 中点， 

所以
2 2

5PD PD PC DC= = + = ， 
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又 cos ,PB PD PB PD PB PD  =   ， 

所以所求 cosPB PD DPB=    ( cos )PB PD DPC=   −   

1PB PC= −  = − . 

14. 若函数 ( ) sin( ) cosf x x x= + + 的最大值为2，则常数的一个取值为______ . 

【答案】
2


（答案满足 2

2
k


= + ，kZ均可） 

【解析】 

( ) sin cos cos sin cosf x x x x = + +  

sin cos cos (1 sin )x x = + +  

2 2cos (sin 1) sin( )x  = + + +  

因为
max( ) 2f x = ， 

所以 2 2cos (sin 1) 2 + + = ， 

整理得 2 2cos sin 2sin 1 4  + + + = . 

所以sin 1 = ，即 2
2

k


= + ，kZ， 

取
2

 =

即可.
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15. 为满足人民对美好生活的向往，环保部门要求相关企业加强污水治理，排放未达标

的企业要限期整改.设企业的污水排放量W 与时间 t 的关系为 ( )W f t= ，用
( ) ( )f b f a

b a

−
−

−

的大小评价在[ , ]a b 这段时间内企业污水治理能力的强弱.已知整改期内，甲、乙两企业

的污水排放量与时间的关系如下图所示. 

 

给出下列四个结论： 

①在 1 2[ , ]t t 这段时间内，甲企业的污水治理能力比乙企业强； 

②在 2t 时刻，甲企业的污水治理能力比乙企业强； 

③在 3t 时刻，甲、乙两企业的污水排放都已达标； 

④甲企业在 1[0, ]t ， 1 2[ , ]t t ， 2 3[ , ]t t 这三段时间中，在 1[0, ]t 的污水治理能力最强. 

其中所有正确结论的序号是______ . 

【答案】①②③ 

【解析】由题意可知，
( ) ( )f b f a

b a

−
−

−
的大小决定在[ , ]a b 这段时间内企业污水治理的能

力，即从图形表达的角度，图上 ( , ( ))a f a ， ( , ( ))b f b 两点所连直线的斜率的相反数的大

小表示在[ , ]a b 这段时间内企业污水治理能力的强弱. 

①因为从图象上看，显然 1 1( , ( ))t f t甲 ， 2 2( , ( ))t f t甲 两点所连直线的斜率的相反数大于

1 1( , ( ))t f t乙 ，
2 2( , ( ))t f t乙 两点所连直线的斜率的相反数，所以在

1 2[ , ]t t 这段时间内，甲企

业的治污能力较强，所以①正确； 
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②因为
( ) ( )f b f a

b a

−
−

−
可以看作函数 ( )f t 从a到b的平均变化率的相反数，根据导数的

定义，平均变化率中a趋近于b得到的极限值即为函数 ( )f t 在b处的导数，几何意义为

( )f t 函数图象在b处的切线的斜率，显然图中 ( )f t甲 在
2t 处的切线斜率的相反数大于

( )f t乙 在
2t 处的切线斜率的相反数，所以甲企业在

2t 时刻的治污能力较强，所以②正

确； 

③因为在
3t 时刻，甲、乙企业的污水排放量都小于污水达标排放量，所以甲、乙企业

均达标，所以③正确； 

④由图象可知， 1 1( , ( ))t f t甲 ， 2 2( , ( ))t f t甲 两点所连直线的斜率的相反数最大，所以甲企

业在
1[0, ]t ，

1 2[ , ]t t ，
2 3[ , ]t t 三段时间中，在

1 2[ , ]t t 的治水能力最强，所以④错误. 

 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演练步骤或证明过程。 

16. （本小题 13 分） 

如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，E为 1BB 的中点. 

（Ⅰ）求证： 1 / /BC 平面 1AD E ； 

（Ⅱ）求直线 1AA 与平面 1AD E 所成角的正弦值. 

【解析】 

（Ⅰ）证明：在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 

1 1 / /C D AB且 1 1C D AB= ， 

所以四边形 1 1ABC D 为平行四边形. 

所以 1 1/ /BC AD . 

因为 1AD 平面 1AD E ， 1BC 平面 1AD E . 
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所以 1 / /BC 平面 1AD E . 

（Ⅱ）在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1AA AD⊥ ， 1AA AB⊥ ， AB AD⊥ . 

以 A为原点， AD、 AB、 1AA 分别为 x轴、 y 轴、 z轴， 

如图建立空间直角坐标系 A xyz− . 

不妨设正方体的棱长为1， 

则 (0,0,0)A ， 1(0,0,1)A ， 1(1,0,1)D ，
1

(0,1, )
2

E ， 

则 1 (0,0,1)AA = ， 1 (1,0,1)AD = ，
1

(0,1, )
2

AE = . 

设平面 1AD E 的一个法向量为 ( , , )x y z=m . 

则 1 0

0

AD

AE

  =


 =

m

m
，即

0

0
2

x z

z
y

+ =



+ =

，令 1y = ，得

2

1

2

x

y

z

=


=
 = −

， 

所以 (2,1, 2)= −m . 

设直线 1AA 与平面 1AD E 所成角为， 

则 1
1

1

0 2 0 1 1 ( 2) 2
sin cos

1 3 3| | | |

AA
AA

AA


  +  +  −
= = = =


〈 ， 〉

m
m

m
， 

所以直线 1AA 与平面 1AD E 所成角的正弦值为
2

3
. 
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17. （本小题 13 分） 

在 ABC 中， 11a b+ = ，再从条件①、条件②这两个条件中选择一个作为已知，

求： 

（Ⅰ）a的值； 

（Ⅱ）sinC和 ABC的面积. 

条件①： 7c = ，
1

cos
7

A = − ； 

条件②：
1

cos
8

A = ，
9

cos
16

B = . 

注：如果选择条件①和条件②分别解答，按第一个解答计分. 

【解析】 

选择①： 

（Ⅰ）因为 11a b+ = ， 

所以 11b a= − ， 

由余弦定理知： 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ， 

所以 2 2 1
(11 ) 49 2 (11 ) 7 ( )

7
a a a= − + −  −   − ， 

所以 8a = . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知 8a = ， 

所以 3b = ， 

由余弦定理知： 2 2 2 2 cosc a b ab C= + − ， 

所以
1

cos
2

C = ， 
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因为 (0,π)C ， 

所以 2 3
sin 1 cos

2
C C= − = ， 

所以
1 1 3

sin 8 3 6 3
2 2 2

ABCS ab C= =    = . 

选择②： 

（Ⅰ）因为 11a b+ = ， 

所以 11b a= − ， 

因为
1

cos
8

A = ，
9

cos
16

B = ， 

因为 (0, ), (0, ),A B     

所以 2 3 7
sin 1 cos

8
A A= − = ， 2 5 7

sin 1 cos
16

B B= − = ， 

由正弦定理知：
sin sin

a b

A B
= ， 

即
11

3 7 5 7

8 16

a a−
= ，所以

5 7 3 7
(11 )

16 8
a a= − ， 

解得 6, 11 5a b a= = − = . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知，在 ABC 中， 

sin sin[π ( )] sin( ) sin cos cos sinC A B A B A B A B= − + = + = +  

3 7 9 1 5 7

8 16 8 16
=  + 

32 7

128
=  

7

4
=  

所以
1 1 7 15 7

sin 6 5
2 2 4 4

ABCS ab C= =    = . 



北京新东方中小学全科教育出品 

17 

 

18. （本小题 14 分） 

某校为举办甲、乙两项不同活动，分别设计了相应的活动方案：方案一、方案二.

为了解该校学生对活动方案是否支持，对学生进行简单随机抽样，获得数据如下表： 

 

男生 女生 

支持 不支持 支持 不支持 

方案一 200 人 400 人 300 人 100 人 

方案二 350 人 250 人 150 人 250 人 

假设所有学生对活动方案是否支持相互独立. 

（Ⅰ）分别估计该校男生支持方案一的概率、该校女生支持方案一的概率； 

（Ⅱ）从该校全体男生中随机抽取 2 人，全体女生中随机抽取 1 人，估计这 3 人中恰

有 2 人支持方案一的概率； 

（Ⅲ）将该校学生支持方案二的概率估计值记为
0p ，假设该校一年级有 500 名男生和

300 名女生，除一年级外其他年级学生支持方案二的概率估计值记为
1p ，试比较

0p 与

1p 的大小.（结论不要求证明） 

【解析】 

（Ⅰ）设“该校男生支持方案一”为事件 A，“该校女生支持方案一”为事件B，因

为所有学生对活动方案是否支持相互独立，故由表格数据知所抽取的男生总人数为

200 400 600+ = 人，其中支持方案一人数为200人，所抽取的女生总人数为

300 100 400+ = 人，其中支持方案一人数为300人， 

所以该校男生支持方案一的概率为
200 1

( )
600 3

P A = = . 
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该校女生支持方案一的概率为
300 3

( )
400 4

P B = = . 

（Ⅱ）设“该校全体男生中随机抽取2人，全体女生中随机抽取1人，这3人中恰有2

人支持方案一”为事件C，事件C包含两种情况： 

① 2名男生支持，1名女生不支持； 

②1名男生支持，1名男生不支持，1名女生支持. 

由（Ⅰ）知 2 2 1

2 2

1 3 1 1 3 13
( ) ( ) (1 ) (1 )

3 4 3 3 4 36
P C C C=  − +   −  = . 

（Ⅲ）
0 1p p . 

19. （本小题 15 分） 

已知函数 2( ) 12f x x= − . 

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x= 的斜率等于 2− 的切线方程； 

（Ⅱ）设曲线 ( )y f x= 在点 ( , ( ))t f t 处的切线与坐标轴围成的三角形的面积为 ( )S t ，求

( )S t 的最小值. 

【解析】 

（Ⅰ） ( )f x 的定义域为R， 

因为 ( ) 2f x x = − ，则令 ( ) 2f x = − 时，解得 1x = ， 

所以 (1) 11f = ，即切点为 (1,11)，切线斜率为 2− ， 

所以 ( )f x 在 (1,11)处的切线的点斜式方程为 11 2( 1)y x− = − − ， 

整理得2 13 0x y+ − = . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知 ( ) 2f x x = − ，则 ( ) 2f t t = − ，即切线斜率 2k t= − ， 

因为 2( ) 12f t t= − ，即切点为 2( ,12 )t t− ， 
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所以 ( )f x 在 ( , ( ))t f t 处的切线的点斜式方程为 2(12 ) 2 ( )y t t x t− − = − − ， 

整理得： 22 12y tx t= − + + ， 

又因为切线与坐标轴围成三角形，所以 0t  ， 

所以 0x = 时， 2 12y t= + ，设 2(0, 12)A t + ，则 2 12OA t= + ， 

0y = 时，
2 12

2

t
x

t

+
= ，设

2 12
( ,0)

2

t
B

t

+
，则

2 12

2 | |

t
OB

t

+
= ， 

所以
2

2 31 1 12 1 36
( ) ( 12) | | 6 | | ( 0)

2 2 2 | | 4 | |

t
S t OA OB t t t t

t t

+
=   =  +  = + +  ， 

不妨设 | | ( 0)v t v=  ，则 31 36
( ) 6 ( 0)

4
g v v v v

v
= + +  ， 

所以 2

2

3 36
( ) 6

4
g v v

v
 = + − ， 

令 ( ) ( )( 0)h v g v v=  ，则
3

3 72
( ) 0

2
h v v

v
 = +  恒成立， 

所以 ( )h v 即 ( )g v 在 (0, )+ 上单调递增， 

当 ( ) 0g v = 时，即 2

2

3 36
6 0

4
v

v
+ − = ， 

整理得： 4 28 48 0v v+ − = ， 

令 2( 0)s v s=  ，则 2 8 48 0s s+ − = ， 

解得 4s = （符合题意）或 12s = − （舍）， 

所以 2 4( 0)s v v= =  ，则 2v = ， 

所以 (2) 0g = ， 
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所以 ( )g v 与 ( )g v 随v变化如下表所示： 

v  (0,2)  2  (2, )+  

( )g v  −  0  +  

( )g v   极小值  

所以 ( )g v 的最小值等于 ( )g v 的极小值，即
min( ) (2) 32g v g= = ， 

所以
min min( ) ( ) 32S t g v= = ， 

所以 ( )S t 最小值为32 . 

20. （本小题 15 分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1
x y

C
a b

过点 ( 2, 1)A ，且 2a b . 

（Ⅰ）求椭圆C的方程； 

（Ⅱ）过点 ( 4,0)B 的直线 l 交椭圆C于点M ，N ，直线MA，NA分别交直线 4x 于

点P，Q .求
PB

BQ
的值. 

【解析】 

（Ⅰ）由椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
过点 ( 2, 1)A ，可得：

2 2

4 1
1

a b
， 

又因为 2a b，所以 2 8a ， 2 2b . 

故椭圆C的方程为
2 2

1
8 2

x y
. 

（Ⅱ）方法一：由题意可知，直线 l 斜率存在， 

因为直线 l 过点 ( 4,0)B − ， 

所以设直线 l 的方程为： ( 4)y k x ， 
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联立

2 2

1
8 2

( 4)

x y

y k x

，得 2 2 2 2(4 1) 32 64 8 0k x k x k . 

因为直线 l 交椭圆C于点M ，N ， 

2 2 2 2 2(32 ) 4(4 1)(64 8) 32(1 4 ) 0k k k k = − + − = −  ， 

解得：
1 1

2 2
k . 

设 1 1( , )M x y ， 2 2( , )N x y ， 

则
2

1 2 2

32

4 1

k
x x

k
，

2

1 2 2

64 8

4 1

k
x x

k
，且

1 2, 2x x  − . 

直线MA的方程为： 1

1

1
1 ( 2)

2

y
y x

x
， 

令 4x ，得 1

1

2( 1)
1

2
P

y
y

x
， 

同理，得： 2

2

2( 1)
1

2
Q

y
y

x
. 

1 2

1 2

1 1
2( ) 2

2 2
P Q

y y
y y

x x
 

1 2 2 1

1 2

[ ( 4) 1]( 2) [ ( 4) 1]( 2)
2 2

( 2)( 2)

k x x k x x

x x
 

1 2 1 2

1 2 1 2

2 (6 1)( ) 16 4
2 2

2( ) 4

kx x k x x k

x x x x
 

2 2

2 2

2 2

2 2

64 8 32
2 (6 1) 16 4

4 1 4 12 2
64 8 32

2 4
4 1 4 1

k k
k k k

k k
k k

k k

 

0 . 

即 P Qy y ，所以 1P

Q

PB y

BQ y
. 
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方法二：设 1 1( , )M x y ， 2 2( , )N x y ， ( 4, )PP y ， ( 4, )QQ y . 

当直线 l 斜率为0时，经验证， P Qy y ， 

此时 1P

Q

PB y

BQ y
. 

当直线 l 斜率不为0时，设直线 l 的方程为： 4x ny ， 

联立

2 2

1
8 2

4

x y

x ny

， 

得 2 2( 4) 8 8 0n y ny ， 

因为直线 l 交椭圆C于点M ，N ， 

2 2(8 ) 32( 4) 0n n = − +  ，即 2n 或 2n . 

则
1 2 2

8

4

n
y y

n
，

1 2 2

8

4
y y

n
. 

因为 A，M ，P三点共线，且 1 2, 2,x x  −  

所以 AM APk k ，即 1

1

1 1

2 2

Py y

x
，所以 1 1

1 1

2( 1) 2( 1)
1 1

2 2
P

y y
y

x ny
， 

同理 2

2

2( 1)
1

2
Q

y
y

ny
. 

1 2

1 2

2( 1) 2( 1)
2

2 2
P Q

y y
y y

ny ny
 

2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

4 (4 2 )( ) 8 2 4 ( ) 8

( 2)( 2)

ny y n y y n y y n y y

ny ny
 

2

2 2

1 2

8 8
( 4 2 ) (4 2 )

4 4

( 2)( 2)

n
n n n

n n

ny ny
0 . 

所以 P Qy y ，即 1P

Q

PB y

BQ y
. 
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21. （本小题 15 分） 

已知{ }na 是无穷数列，给出两个性质： 

①对于{ }na 中任意两项 , ( )i ja a i j ，在{ }na 中都存在一项
ma ，使得

2

i
m

j

a
a

a
= ； 

②对于{ }na 中任意一项 ( 3)na n  ，在{ }na 中都存在两项 , ( )k la a k l ，使得
2

k
n

l

a
a

a
= . 

（Ⅰ）若 ( 1,2, )na n n= = ，判断数列{ }na 是否满足性质①，说明理由； 

（Ⅱ）若 12 1,2, )(n

na n−= = ，判断数列{ }na 是否同时满足性质①和性质②，说明理

由； 

（Ⅲ）若{ }na 是递增数列，且同时满足性质①和性质②，证明：{ }na 为等比数列. 

【解析】 

（Ⅰ）数列{ }na 不满足性质①，举反例，
2

4

3

16

3

a

a
= ，

16

3
不在数列{ }na 中. 

（Ⅱ）数列{ }na 同时满足性质①和②， 

2 1 2 2 2
2 1

1 1

(2 ) 2
2

2 2

i i
i ji

j j

j

a

a

− −
− −

− −
= = = ，又因为 2 1

2 2 i j

i ja − −

− = ，故满足性质①， 

令 2l n= − ，则 1k n= − ，此时
2 2 2

1

2 1

2
2

2

n
n k

n n

l

a
a

a

−
−

− −
= = = ， 

且符合 1k l  ，故数列{ }na 同时满足性质①和性质②. 

（Ⅲ）对于 1 0a  ，因为{ }na 是递增数列， 

所以 1 2 3 na a a a     ， 

所以 0na  . 

由性质②，取 3n = ， 
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则存在 , ( )k la a k l ，使得
2

3
k k

k k

l l

a a
a a a

a a
= =   ， 

所以 3k  ， 

所以 2k = ， 1l = ， 

所以
2

2
3

1

a
a

a
= ， 

所以数列{ }na 中 1 2 3,a a a， 三项成等比. 

对于 1 0a  ， 

由性质①，取 2i = ， 1j = ，则存在 ma 使得
2

2

1

m

a
a

a
= ， 

易证 2ma a ，即 2m  ， 

若 1ma a= ，则只能 2 2

1 2a a= ，此时 2 1 0a a= −  ， 

所以当 2n  时， 0na  ， 

取 2i  ， 1j = ，因为数列{ }na 是递增数列， 2 0ia a    

所以有
2 2 2

2
1

1 1

i i
m

j

a a a
a a

a a a
 = =  = ，显然不存在满足不等式的m，矛盾， 1ma a= 也不成立. 

所以 3m  . 

而 2

1 2 0ma a a =  ，所以 ma 与 1a 同号， 

所以 0ma  ，  

所以 3 0a  ， 2 0a  ， 

所以 1a ， 2a ， 3a 同号， 

下面证明，对任意 2k  ， 0ka  时， 

则 1 0ka +  . 

由性质①，取 i k= ， 1j k= − ， 
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则存在m，使得
2

1

k
m

k

a
a

a −

= ， 

首先 ma 与 1ka − 同号，由递增数列可知， 1 0k ka a−    

所以 0ma  ， 

假设m k ，则 0m ka a  ， 

所以| | | | 0m ka a  ， 

结合 1 0k ka a−   ，有 1| | | | 0k ka a−    

显然 2

1| | | | | |m k ka a a−  与 2

1m k ka a a− = 矛盾， 

所以 1m k + ， 1m ka a + ，又因为 0ma  ， 

所以 1 0ka +  ， 

所以{ }na 同号且均为负数. 

因此对于{ }na ，
2

k k
m k k

l l

a a
a a a

a a
 =   恒成立. 

所以
2

3
k k

k k

l l

a a
a a a

a a
= =   ，得3 k l   

所以 2k = ， 1l = ， 

所以
2

2
3

1

a
a

a
= ， 

综上所述， 

当 3n  时，{ }na 是等比数列. 

假设，当n k （显然 3k  ）时， 1 2, ka a a，…， 成等比， 

设其通项公式为 1

1 ( )n

na a q n k−=   ， 

下面证明 1 1

k

ka a q+ =  ： 

由性质①，取 i k= ， 1j k= − ， 
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则存在m，使得
2 1 2

1
12

1

( )k
ki

m k

j

a a q
a a q

a a q

−

−


= = = 


， 

假设 1m k + ，此时必有 2m k + ， 

即 1

k

ma a q=  ，而 1

1

k

ka a q −=  ， 

考察 1ka + ， 

由递增数列可知 1k k ma a a+  ， 

即 1

1 1 1

k k

ka q a a q−

+    . 

令 1 1

s

ka a q+ =  ，此时 1k s k−   ，所以 *sN . 

另一方面： 

由性质②，对于 1,ka + ，存在 , ( )k l k l    ， 

使得
2

1
k k

k k k

l l

a a
a a a

a a

 
 +

 

= =   ，  

所以 1k k  + ，即k k  且 l k  ， 

所以
2 2 2 2

2 11
1 11

1

k
k lk

k l

l

a a q
a a q

a a q

−
 − −

+ −




= = = 


， 

而 *2 1k l − − N ， *sN ， 0la  ， 

所以 2 1

1 1

k l sa q a q
 − −   ， 

而这两个都是 1ka + 的表达式，所以矛盾， 

所以 1m k= + ， 

所以 1 1

k

ka a q+ =  ， 

所以当 1n k + 时 1 2 1, ka a a +，…， 也成等比 

综上所述，{ }na 为等比数列． 

 


